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Рассмотрим обобщенную плоскую деформацию изотропного упругого 

цилиндра при стационарном тепловом воздействии [1, 2, 3]:  
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E ( ) T(r);z z rE E                                                 (7) 

 
Подставим формулу (7) в соотношения (4) и (5):  

 

 1 E ( ) T(r) T;r r z rE E E
E                                       (8) 
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21 (1 ) (1 ) E (1 ) T;r r zE
E                                           (10) 
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В случае полого цилиндра [1, 4, 5]: 
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Соотношения (11) и (12) примут вид:  
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Уравнение совместимости деформаций (3) примет следующий вид: 
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Подставим напряжения r  и   в закон Гука (14) и (15): 
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Используя соотношения Коши (2): 
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Приравняем перемещения zu и u : zu u  
 

   

 

* *
31 1 2

2 2
2 2

1 1

* *

2 2

1 1

*
1

2
2

1

C(1 2 ) C C1 (1 2 )r ln r ln
2(1 ) 4(1 ) 22(1 ) ln 4(1 ) ln

(1 ) (1 )E r ln
ln ln

(1 2 ) C1 (1 2 )r ln r l
2(1 ) 2(1 )ln

z

E E r CEТ EТ rr r r r rr rE r
r r

Т r Тr r rr r
r r

E EТr rE
r

   
  

   


  
 

 
  
        

   
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  
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Из предыдущего соотношения получим: 
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1
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  
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Окончательно будем иметь: 

 
*

1
2

1

(1 )C .
2(1 2 ) ln

Т
r
r

 





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Рассмотрим полый цилиндр с днищем [1, 5, 6] 

 
2

1

2 .
r

z
r

r dr N                                                            (42) 

 
где N – заданное осевое усилие.  

Формула (7) примет такой вид:  
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2 2 1 1 1 2 2 2 1 1 1 2 1

2 2

1 1

2
2 2

E C 1(r r ) (r r ) r ln r ln (r r )
2 2 2 2(1 ) 2 2ln

1 1r ln r ln (r r ) r ln r ln (r r ) ln
2 22(1 ) ln ln

r ln r

zE C EN EТr r r
r

EТ EТr r r r rr r
r r

r

  
 

 



             

                  

  2
1 1 1 2ln r r .r   

    (52) 

 
*

2 2 2 2 2 22 1
2 1 2 2 1 1 1 22 2 2

22 1

1
*

2 2 2 2 2 2 2 2
2 2 1 1 1 2 2 2 1 1 1 2

2

1
*

2
1 2 2

2

1

C2 1E (r r ) r ln r ln (r r )
(r r ) 2 2 2(1 ) 2 2ln

1 1r ln r ln (r r ) r ln r ln (r r )
2 22(1 ) ln

ln r ln
ln

z
C EN EТr r rE

r
EТr r r rr

r
EТ r rr
r

  
 







               

                 

 2
1 1 1 2r ln r r .r    

       (53) 

 
Используем граничные условия: 
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1(r r ) ;r p             2(r r ) ;r q                                       (54) 
 

Воспользуемся соотношением (30): 
 

* *
31 1 2

1 12 2 2
2 2 1

1 1

CC Cln ln .
2(1 ) 4(1 ) 22(1 ) ln 4(1 ) ln

E E CEТ EТr r pr r r
r r

 
  

      
  

         (55) 

 
* *

31 1 2
2 22 2 2

2 2 2

1 1

CC Cln ln .
2(1 ) 4(1 ) 22(1 ) ln 4(1 ) ln

E E CEТ EТr r qr r r
r r

 
  

      
  

          (56) 

 
Вычтем из соотношения (56) формулу (55): 

 
*

1 2 2
3 2 2 2

22 1 1 1

1

C1 1 ln ln .
2(1 ) 2(1 ) ln

E r rEТp q C rr r r r
r


 

 
        

                        (57) 

 
*

1 2
3 2 2 2

2 1 1

C1 1 ln .
2(1 ) (1 )
E r EТC p q

r r r


 
 

        
                                (58) 

 
2 2 *

1 2 1 2
3 2 2 2

1 2 1

C ln .
( ) 2(1 ) (1 )
r r E r EТC p q
r r r


 

 
       

                                (59) 

 
Коэффициент С2 найдем из соотношения (55): 

 
* *

32 1 1
1 12 2 2

2 21

1 1

C C C ln ln .
2 4(1 ) 2(1 )4(1 ) ln 2(1 ) ln

C E EEТ EТp r rr rr
r r

 
  

      
  

             (60) 

 
Полученное в данной работе новое решение содержит три константы С1, С2 и 

С3 в отличие от решения, полученного в учебнике [1], которое содержит только две 
константы интегрирования С1 и С2, что существенно уточняет расчеты. 
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